Analyse 2 Printemps 2013

Correction de la petite interro

e [’ensemble des solutions de ’équation différentielle

y'(z) +a(z)y(z) =0
est

{R—>R

r = Aexp(—A(z)) A E R} avec A(x) = /0 a(t) dt une primitive de a

e (’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants, I’équa-
tion caractéristique associée est 2 +2r +1 =0 < (r+ 1)? = 0, —1 est racine
double. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle

y'(x) + 2y (x) + y(z) =0
est

R — R
r = (Az+pe ™’

)\,,LLER}

e On cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = A cos(2z) + Bsin(2x),
on injecte y, dans I'équation différentielle pour déterminer A et B.

y,(x) = —2Asin 2z + 2B cos 2z
Yy, () = —4Acos 2z — 4B sin 27

On obtient

—4Acos2x — 4Bsin 2x + 2(—2Asin 2z + 2B cos 2x) + Acos 2z + Bsin 2z = 5sin 2z
& (—4A+4B + A)cos2x + (—4B — 4A + B)sin 2z = 5sin 2z

—3A+4B =0 A =3iB
—4A—-3B =5 —43B—-3B =-2B=5
3 4
SB=——etA=——
5 ¢ 5

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y"(x) + 2y (z) + y(z) = sin(2z)
est

{R —- R \ /LER}
—x 4 3 o » Yy
v = (Av+p)e™® — s cos2w — ¢ sin2x
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e La fonction sinus réalise une bijection entre [—Z, Z] et [—1, 1]. La fonction arcsinus
est, par définition, la réciproque de cette bijection. Elle est donc définie sur [—1, 1].
Elle y est continue. Elle est dérivable sur |—1, 1] (attention, pas sur l'intervalle tout
entier ! La fonction sinus a des tangentes horizontales en —% et 7 donc arcsinus a

des tangentes verticales en —1 et 1.), et pour tout x €] — 1, 1[, arcsin’(x) = ¢1£7

e Pour tout x réel, on a sin(arcsin(x)) = x (c’est la définition). Par contre, attention,
arcsin(sin(x)) n’est égal & x que pour x € [—7/2,7/2].

Pour = quelconque, on a :

arcsin(sin(x)) = a < sin(z) = sin(a)
Sr=a+2krour=m—a+2km, avec k € Z
Sa=x+2kmtoua=—x+ (2k+ 1), avec k € Z
& (=Dfz +kn, avec k € Z

Ainsi, pour tout z € R, arcsin(sin(z)) = (—=1)*z + kn, avec k € Z.

e Pour résoudre I’équation, on applique le résultat de la question précédente.

in (sin (2)) =~ kL _r
arcsm(sm<2>>— 3<:)E|k:€Z,( 1) 2+k7r 3
s JkeZx= (—1)k2§ — 2km

Ainsi, les solutions de cette équation dans [—27, 27| sont 2% et %”, qui corres-
pondent respectivement a k =0 et k = —1.

e Comme 22+ 2x +1 = (z+ 1) on a Va2 +2r + 1 = |z + 1|. Ainsi, la fonction
x — V% + 2x + 1 est définie sur R, continue sur R comme composée de fonctions
continues, et dérivable sur R\ {—1} (la valeur absolue est continue partout mais
n’est pas dérivable en 0).

L’expression In(sin(2x)) est définie quand sin(2z) > 0
sin(2z) > 0 < 2z €]0, 7| modulo 27
S e ]O,g[ modulo 7
Donc la fonction = — In(sin(2z)) est définie sur tous les intervalles |km, kr + Z[,

pour k € Z. Sur chacun de ces intervalles, elle est dérivable, donc continue, comme
composée de fonctions dérivables.
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